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I Асимптотика
Введение

Перед тем, как что-то начать изучать, вы наверняка задумываетесь, а нужно ли это вам.  Когда вы будете решать какую-то задачу, то возникает две проблемы: 

1) Придумать правильное решение задачи

2) Выбрать из правильных решений подходящее по эффективности

В дальнейшем мы будем заниматься именно этими вопросами. Но если с первым пунктом все довольно понятно, то со вторым может возникнуть вопрос: что такое эффективность, и как выбрать подходящее. Более эффективной мы будем считать ту программу, которая требует меньшего количества процессорного времени и оперативной памяти. Конечно, предпочтительнее будут те алгоритмы, которые более эффективны, но при этом также не следует забывать об очень важном ресурсе – времени, затраченном на реализацию. Этот ресурс особенно актуален при написании олимпиад, когда за весьма ограниченные сроки требуется решить и реализовать несколько задач. Чаще всего к задаче представляется ряд ограничений по времени выполнения и размеру используемой памяти. В данном случае самым подходящим решением будет то, которое удовлетворяет всем ограничениям и которое потребует минимального времени на его реализацию (написание программы). 

Иногда приходится сталкиваться с довольно ошибочным мнением, что изучение алгоритмов нужно только для участия в олимпиадах, а в обычной работе программиста они совсем не используются. Из своего опыта работы программистом могу сказать, что сложные алгоритмы на практике встречаются не так часто, но почти в каждой программе есть действия, которые выполняются очень часто и время выполнения которых желательно оптимизировать.  

Основные понятия анализа трудоемкости
В теории алгоритмов введено несколько обозначений для указания сложности алгоритма. Чтобы упростить теоретическую часть – я буду использовать только одно из них – О(читается «о большое»). 

Давайте рассмотрим математическое определение понятия:
оценка  О представляет собой верхнюю асимптотическую оценку трудоемкости алгоритма. Мы говорим, что f(n) = O(g(n)) если

[image: image1.png]Je>0,n>0:0< f(n)< cg(n),Vn>ng




Иначе говоря, запись  означает, что f(n) принадлежит классу функций, которые растут не быстрее, чем функция g(n) с точностью до постоянного множителя.
Знаю, что ничего не понятно, но все же давайте попытаемся разобраться что тут к чему. Давайте сначала научимся читать математические обозначения подобного плана. Первый символ(перевернутая буква Е, читается «существует») называется квантором существования. Он обозначает существование значений, удовлетворяющих заданным условиям. Второй необычный символ – это перевернутая буква А(квантор всеобщности, читается «для всех»). Также в обозначении мы еще видим двоеточие, которое отделяет условия, которым должны удовлетворять переменные квантора существования.

Давайте потренируемся использовать кванторы в утверждениях. Например я могу заявить [image: image3.png]ak > 5 :k —4eTHoe



. Это выражение означает «существует такое число к большее 5, которое четно». Либо можно утверждать [image: image5.png]vk : 2k —4eTHOe



, которое означает «для любого k, 2*k – четное число». И это действительно так, ведь если любое число(мы рассматриваем целые числа) умножить на 2 – то мы получим четное число. А вот утверждение «[image: image7.png]vk > 5 : k —4eTHoe



» является неверным, так как в нем говорится, что каждое число, которое больше 5 – четное. Но мы можем привести пример – число 7, которое больше 5, но четным не является. Надеюсь, что вы немного привыкли к кванторам. Если нет – то ничего страшного, в дальнейшем я буду стараться избегать их употребления по возможности. 
 Давайте теперь прочитаем наше выражение полностью: «функция f(n) принадлежит классу O(g(n)) , если существуют такие положительные числа [image: image9.png]


, что для всех [image: image11.png]


 будет выполняться 0 ≤ f(n) ≤ cg(n)»

Давайте еще раз рассмотрим это определение, только теперь в графической интерпретации. На графике вы видите две функции(изображенную зеленым обозначим f(n), а изображенную красным – g(n)).
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Как мы видим по изображению, до точки  с координатой Х = 15 функция f(n)>g(n). Однако начиная с этой точки и до бесконечности будет выполняться g(n)>f(n). Таким образом, тут мы имеем f(n) = O(g(n)), так как, начиная с точки 15 функция g(n) превосходит f(n). 
У вас наверняка уже давно напрашиваются вопросы: «Зачем нам это? Тут вообще какая-то математика, а программированием даже и не пахнет». Это действительно чисто теоретическая часть программирования, но без нее никуда. Это обозначение у нас дальше будет встречаться в каждом алгоритме.

А нужны нам эти обозначения для того, чтобы оценить время работы нашей программы. На всех олимпиадах у вас будет даваться ограничение на время работы программы (в основном 1-2 секунды). Будем считать, что компьютер производит в среднем около 10 миллионов операций в секунду(если операции простые – это число будет больше, если сложные - меньше). И пусть мы знаем, что асимптотика нашей программы O(g(n)), где g(n) = [image: image14.png]n3



(говорят «асимптотика O([image: image16.png]n3



)» - читается «о от n квадрат»). Также в ограничениях задачи сказано, что n<1 000 и ограничение по времени – 1 секунда. Для вычисления времени работы мы сначала находим количество действий – это 1 000 * 1 000  =  миллион, а потом делим на производительность(10 миллионов) – получаем, что наша программа будет выполняться около 0,1 секунды. Значит, наш алгоритм укладывается по времени в отведенную секунду – то есть он подходит для решения этой задачи. 
Но если бы ограничение в задаче было n≤50 000 – то при максимальном n наш алгоритм бы работал  [image: image18.png]50+102+50+10%
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 = 250 секунд (что не укладывается по времени). Это решение конечно бы получило какие-то баллы, но не полные. 
Все что нам осталось сделать – это научиться определять асимптотику по алгоритму. Для этого надо сначала посчитать количество элементарных операций в нашей программе(элементарными операциями будем считать все операции Pascal). Пример:

A:=5;

B:=3;

C:=A+B;

В этой программе выполняется всего 3 действия. Причем количество действий не зависит от входных данных – в этом случае количество действий у нас константное(постоянное). А те алгоритмы, у которых постоянное количество действий имеют асимптотическую оценку O(1).

Вывод: если код содержит даже 100 последовательных операций(без циклов), то асимптотика все равно будет О(1).

Вы можете возмутиться: «Какое О(1), ведь там целых 100 операций, а не одна». Но идея оценки асимптотики в том, что оценивается самая ресурсоемкая часть программы, и более мелкими частями тогда можно пренебречь. То есть если у вас кроме этих 100 операций в программе еще будет цикл, выполняющий N(N≤[image: image20.png]los



) действий – то тогда программа произведет N+100 действий. А в силу того, что N значительно больше – этими 100 операциями можно пренебречь. Заметьте, что мы всегда строим оценку исходя из самого большого допустимого размера входных данных. 

Общее правило нахождения асимптотики такое, что мы просто выбираем те элементы, которые будут самыми значительными при больших N. Таким образом, если у нас в программе в сумме [image: image22.png]150 + 25N + 10N*4+2N?



действий – то асимптотика данного алгоритма O([image: image24.png]


), потому что при больших N самым большим элементом будет [image: image26.png]


, но нам важна сама скорость роста функции(и не важны множители), поэтому 2 мы откидываем – и получаем O([image: image28.png]


).
Пример: найдите асимптотику данного алгоритма

Sum:=0;

P:=1;

For i:=1 to N do Begin

P:=P*1;
 For j:=I to N do

  Sum:=Sum+A[i];
End;

Ответ: O([image: image30.png]


)

Общее количество действий получаем [image: image32.png]Nz
—+ N+2



. Для нахождения асимптотики выбираем самую быстрорастущую функцию и убираем перед ней коэффициент. 
II Введение в теорию чисел

Решето Эратосфена
Простое число — это натуральное число, которое имеет ровно два различных натуральных делителя: единицу и самого себя. Решето Эратосфена – это алгоритм для нахождения всех простых чисел не больше заданного числа n, Алгоритм Эратосфена, состоит из следующих шагов: 
1) Выписать подряд все целые числа от двух до n (2, 3, 4, …, n). 

2) Пусть переменная p изначально равна двум — первому простому числу. 

3) Вычеркнуть из списка все числа от 2p до n, делящиеся на p (то есть, числа 2p, 3p, 4p, …) 

4) Найти первое не вычеркнутое число, большее чем p, и присвоить значению переменной p это число. 

5) Повторять шаги 3 и 4 до тех пор, пока p не станет больше, чем n 

6) Все не вычеркнутые числа в списке — простые числа. 

Математического доказательства правильности работы алгоритма я приводить не буду, принцип работы должен быть интуитивно понятен. Попробуйте сначала вручную повторить поведение алгоритма(напишите на листике числа от 1 до 50, и вычеркивайте их в заданном порядке). Также было бы очень полезным самим попытаться реализовывать на Pascal те алгоритмы, которые я привожу. Ведь теория остается чистой теорией до ее применения на практике(при программировании алгоритмов).
Ниже приведен мой пример реализации алгоритма:
   For I := 2 To N Do

      If IsPrime[I] Then Begin

         P := 2 * I;

         While P <= N Do Begin

            IsPrime[P] := False;

            P := P + I;

         End;

      End; 

IsPrime – массив типа Boolean, который изначально заполнен значениями true. После выполнения алгоритма IsPrime[i] = true только если i – простое. 
Алгоритм Евклида
Данный алгоритм уже приводился в первом модуле, но тут мы его рассмотрим подробнее. Алгоритм Евклида используется для нахождения наибольшего общего делителя двух чисел, то есть наибольшего числа, которое является делителем одновременно обоих чисел.
Сам алгоритм состоит в следующем:  большее из чисел заменяется разностью этих чисел(из большего вычитается меньшее). Этот процесс повторяется до тех пор, пока одно из чисел не станет. Оставшееся ненулевое число и будет наибольшим общим делителем заданных чисел. На паскале это запишется следующим образом:
While ((a<>0) and (b<>0)) do
If (a<b) then b:=b-a else a:=a-b;

Но давайте теперь попробуем применить наши теоретические знания на практике – вычислим асимптотику алгоритма. Худшим случаем тут будут  входные данные, когда одна из переменных очень маленькая, а вторая – очень большая. Например если a=[image: image34.png]los



 и b=1, то цикл будет выполняться a раз, то есть миллион. Мы получили асимптотику O(max(a,b)), где max – максимальное из двух чисел. 

Давайте попытаемся ускорить алгоритм. Мы уже заметили, что когда одно число значительно больше второго – то будет много раз подряд производиться вычитание из большего сила меньшего. Этот процесс можно оптимизировать, если мы заменим вычитание на взятие остатка:

While ((a<>0) and (b<>0)) do

If (a<b) then b:=b mod a else a:=a mod b;
Упражнение: подумайте, почему такая замена не нарушит правильность работы алгоритма. 

Данный алгоритм будет намного оптимальнее и его асимптотика будет O([image: image36.png]ogd [maxca, byl



)). Возможно кто-то еще не знает что такое log. Не пугайтесь, это обычный логарифм, тут ничего страшного нет. Причем знать его математические свойства нам не обязательно, достаточно просто помнить, что это функция, которая растет достаточно медленно. Мы будем рассматривать логарифм по основания 2: log 1 = 0, log 1 000 = 10, log 1 000 000 = 20 далее при каждом увеличении аргумента в 1000 раз мы получим увеличение значения функции на 10(я округляю значения для простоты запоминания). Главное просто понимать что логарифм растет очень медленно. Таким образом если a и b в нашей задаче не превосходят миллион – то первое решение потребует порядка миллиона операций(в худшем случае), а второе около log 1 000 000 = 20 операций. 

Как вы видите, алгоритмы играют очень важную роль в оптимизации: немного подумав и изменив одну строчку кода, мы ускорили нашу программу в 50 тысяч раз.

Системы счисления
Система счисления — это символический метод записи чисел. Одно и то же число будет по-разному записано в разных системах счисления. В повседневной жизни мы пользуемся 10-ичной системой счисления.  Современные компьютеры используют двоичную систему счисления, были компьютеры, использовавшие троичную и другие системы счисления. Возникает вопрос как переводить число из одной системы счисления в другую.

В позиционных системах значение записи целого числа определяется по следующему правилу: пусть [image: image38.png]


— запись числа A, [image: image40.png]


 – цифры, тогда     [image: image42.png]A= a,p"+ a, p" '+ -+ a,



 

Пример: Троичная система

p = 3 , цифры: 0,1,2 

число [image: image44.png]201,



 = [image: image46.png]2+3°4+0+3"+ 143"





То есть 201 в троичной системе счисления – это 19 в десятичной системе счисления.

Таким образом для перевода числа из произвольной системы счисления в десятичную – достаточно просто подставить в формулу основание исходной системы(р) и соответствующие цифры.


Для обратного перевода(из десятичной системы в произвольную) применяется следующий алгоритм:

Шаг 1. Найдем частное и остаток от деления числа на p. Остаток  будет очередной цифрой [image: image48.png]


 (i=0,1,2 …) записи числа в новой системе счисления.

Шаг 2. Если частное равно нулю, то перевод числа закончен, иначе применяем к частному пункт 1.

Замечания:
1. Цифры [image: image50.png]


 в записи числа нумеруются справа налево.

2. Если p>10, то необходимо ввести обозначения для цифр с числовыми значениями, большими или равными 10(обычно берутся буквы A,B,C…)

Пример: перевести число 165 в семеричную систему счисления.

165:7 = 23 (остаток 4) => [image: image52.png]


= 4
23:7 = 3 (остаток 2) => [image: image54.png]


 = 2

3:7 = 0 (остаток 3) => [image: image56.png]


= 3
Выпишем результат: [image: image58.png]a.a,d,



, т.е. [image: image60.png]324,




Для перевода чисел из произвольной системы в произвольную можно сначала переводить число в десятичную систему счисления, а потом из десятичной переводить в требуемую.
Упражнение: реализовать самостоятельно алгоритмы по переводу чисел.

Длинная арифметика
Иногда возникает необходимость в использовании «длинных» чисел. Длинными мы назовем такие числа, которые не могут поместиться в стандартные типы данных. Первое, что нужно обсудить — это каким образом мы будем хранить наше число в памяти. Самый естественный и удобный способ — это хранить цифры числа в массиве. Одна цифра — это число от 0 до 9, а значит, ее можно хранить в переменной любого размера. При таком способе хранения мы можем работать с числами произвольного размера. В ячейке номер 0, будем хранить количество цифр в данном числе.

Сложение длинных чисел напоминает сложение «столбиком». Сначала складываются младшие разряды. Если сумма оказывается больше 9, то мы запоминаем «один в уме», то есть, прибавляем единицу в старший разряд. В результат записывается последняя цифра суммы.

1234

  298

1532

При сложении «столбиком» двух чисел с разным количеством цифр, числа записываются так, чтобы последние цифры стояли друг под другом. Если мы храним число в массиве, то нам достаточно неудобно передвигать число с меньшим количеством знаков таким образом, чтобы младшие разряды стояли на одинаковых позициях. Кроме всего прочего результат сложения может состоять из большего количества цифр, чем каждое из слагаемых. В связи с этим нам может потребоваться записать цифру в самое начало (т. е. перед первой). Так как первая цифра записана в ячейке номер 1, то придется сдвинуть все число на одну позицию вправо и только после этого записать старшую цифру. В таком случае реализация становиться очень запутанной с большим количеством случаев и частыми сдвигами числа по массиву. Все это может привести к замедлению программы и большому количеству ошибок при реализации. Чтобы избежать этих трудностей, лучше хранить число «перевернутым», то есть, в первой ячейке массива будет записана младшая цифра (единицы), во второй будут записаны десятки и так далее. Это решает сразу все перечисленные проблемы. Во-первых, все числа теперь записаны так, что их последние цифры находятся друг под другом, во-вторых, чтобы добавить к числу цифру слева, нужно просто дописать ее в конец массива. Реализация длинного сложения:
const DMAX = 1000; {максимальная длина числа}

type
thuge = array [0..DMAX] of integer; {объявляем собственный тип, который равен массиву заданного размера}

procedure add(var a, b : thuge);

{функция прибавляет к числу a число b}

var

i, r : integer;

{r - обозначает сколько у нас "в уме"}

begin


if a[0] < b[0] then a[0] := b[0];

{складывать нужно до размера большего числа}


r := 0;

{при сложение младших цифр в уме у нас 0}


for i := 1 to a[0] do

begin



a[i] := a[i] + b[i] + r;



{сумма очередных цифр и переноса}



if a[i] >= 10 then


{случай, когда происходит перенос в следующий разряд}



begin




r := 1;




dec(a[i], 10);



end else begin


{случай, когда переноса не происходит}




r := 0;



end;


end;

{если после сложения остался еще перенос, то нужно добавить еще одну цифру}

if r > 0 then

begin



inc(a[0]);



a[a[0]] := r;


end;

end;
Реализация вычитания(тоже аналогично с действиями в столбик): 

procedure subtract(var a, b : thuge);

{функция вычитает из числа a число b}

var


i, r : integer;

{r - обозначает, был ли заем единицы из текущего разряда}

begin


r := 0;

{заем из младшего разряда отсутствует}


for i := 1 to a[0] do

begin



a[i] := a[i] - b[i] - r;



{разность очередных цифр с учетом заема}



if a[i] < 0 then


{случай, когда происходит заем из следующего разряда}



begin




r := 1;




inc(a[i], 10);



end else begin



{случай, когда заем не происходит}




r := 0;



end;


end;


{Разность может содержать меньше цифр, 


поэтому нужно при необходимости уменьшить количество цифр}


while (a[0] > 1) and (a[a[0]] = 0) do 


begin



dec(a[0]);


end;

end;

Сравнение чисел

Первое на что мы обратим внимание, когда будем сравнивать числа, будет количество цифр в них. Если количество цифр различно, то больше то из них, которое содержит  больше цифр. Если количество цифр одинаково, то нужно сравнивать, начиная со старшей цифры. При обнаружении первого различия (т. е. самая старшая цифра, в которой есть различие), можно определить какое из чисел больше. Если два числа не имеют различий, то они равны. Реализация сравнения чисел:

function compare(var a, b : thuge) : integer;

{

a < b => -1

a > b =>  1

a = b =>  0}

var


i : integer;

begin
{сравнение по количеству цифр}


if a[0] < b[0] then

begin



compare := -1;



exit;


end;


if a[0] > b[0] then

begin


compare := 1;



exit;


end;

{сравнение в случае одинакового количества цифр}


for i:= a[0] downto 1 do

begin

    
if a[i] < b[i] then
    
begin

    

compare := -1;

    

exit;

    
end;

    
if a[i] > b[i] then
    
begin

    

compare := 1;

    

exit;

    
end;


end;


compare := 0;
end;

Умножение чисел

Алгоритм сильно напоминает умножение «в столбик», основан на том, что если мы умножаем i-ую цифру числа А на j-ую цифру числа B, то мы добавлям произведение этих цифр в (i+j-1) разряд. Реализация:

Procedure Umn(var a, b : thuge);

 var i,j:Longint;

 begin

  c[0]:=a[0]+b[0];

  for i:=1 to a[0] do
   for j:=1 to b[0] do
    c[i+j-1]:=c[i+j-1]+a[i]*b[j];

  for i:=1 to c[0] do
   if c[i]>=base then
    begin Inc(c[i+1],c[i] div Base); c[i]:=c[i] mod base;  end;

    i:=c[0];

   while (c[i]=0) and (i>0) do Dec(i);

   c[0]:=i;

 end;

Для самостоятельной реализации остаются методы чтения и вывода длинных чисел. Длинное деление представляет собой более сложный алгоритм, к нему мы еще вернемся, но попозже.
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